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1 Thinking of a Good Problem

8IFO JOUFSBDUJOH XJUI QFPQMF XIP MPWF NBUI * DBO�
OPU IFMQ CVU OPUJDF B DFSUBJO QBUUFSO� *U�T UIBU GFFM�
JOH XIFO TPNFPOF HJWFT ZPV B QV[[MF UIBU ZPV åOE
JOUFSFTUJOH� ZPV BSF SFBEZ UP DPNQMFUFMZ GPDVT PO JU
BOE TQFOE UIF OFYU IPVST EBZT NPOUIT PS ZFBST
UIJOLJOH BCPVU JU� 6TVBMMZ B HPPE QSPCMFN SFTJTUT
BOE JU UVSOT JOUP B MJGF MPOH DPNQBOJPO� 0UIFS UJNFT
POF åOET UIF SJHIU QJFDF PG UIF QV[[MF�

.PTU PG UIF UJNFT POF DBOOPU TPMWF UIF PQFO RVFT�
UJPO SJHIU BXBZ� *O GBDU JU JT WFSZ DPNNPO UP QVU
UIF RVFTUJPO BTJEF BOE EP TPNFUIJOH FMTF� #VU UIF
RVFTUJPO JT TUJMM PO UIF CBDL PG POF�T IFBE BOE XJMM
SFTVSGBDF NBOZ UJNFT BT POF MFBSOT OFX UFDIOJRVFT
BOE UPPMT� "OENBOZ UJNFT UIF NPSF POF MFBSOT UIF
NPSF UIFZ SFBMJ[F IPX GBS BXBZ GSPN UIF USVUI UIFZ
BSF�

*O UIJT BSUJDMF * UIPVHIU * XPVME TIBSF XJUI ZPV B
DBSE TIVGýJOH QSPCMFN UIBU * MPWF BOE XBT BCMF UP
NBLF TPNF QSPHSFTT XPSLJOH KPJOUMZ XJUI .FHBO
#FSOTUFJO�

2 The Mathematical Setup for Card Shuffling

* IBWF CFFO TUVEZJOH DBSE TIVGýJOH GPS UFO ZFBST
OPX BOE * BN TUJMM GBTDJOBUFE CZ IPX CSPBE UIF TVC�
KFDU JT� %FQFOEJOH PO UIF DBSE TIVGýJOH NPEFM POF
NJHIU TFF UPPMT TVDI BT SFQSFTFOUBUJPO UIFPSZ PS
',( BOE DFOTPSJOH JOFRVBMJUJFT PS FOUSPQZ PS DVS�
WBUVSF TIPXJOH VQ UPXBSET TUVEZJOH UIF NPTU DPN�
NPO RVFTUJPO� UIF NJYJOH UJNF PG UIF DBSE TIVGýF�

8F TUBSU XJUI B EFDL PG n EJTUJODU DBSET� 'JSTU PG BMM
MFU�T FTUBCMJTI UIBU UIF EJGGFSFOU DPOåHVSBUJPOT PG UIF
EFDL DPSSFTQPOE UP QFSNVUBUJPOT JO UIF TZNNFUSJD
HSPVQ Sn� 'PS FYBNQMF XIFO UIF DBSET BSF JO PSEFS
	KVTU MJLF XIFO XF CVZ UIFN BU UIF TUPSF
 UIFO UIJT
HJWFT UIF JEFOUJUZ� *G XF USBOTQPTF UIF UPQ UXP DBSET
UIFO UIJT HJWFT SJTF UP UIF USBOTQPTJUJPO (1, 2) BOE TP
PO�

0OF PG UIF NPTU GBNPVT TIVGýJOH NPEFMT JT SBO�
EPN USBOTQPTJUJPOT BDDPSEJOH UP XIJDI XF QJDL UXP
DBSET VOJGPSNMZ BU SBOEPN XJUI SFQFUJUJPO BOE XF
TXBQ UIFN� 4P IPX MPOH EPFT JU UBLF UP TIVGýF B
EFDL PG DBSET UIJT XBZ %JBDPOJT BOE 4IBITIBIBOJ
<%4��> QSPWFE UIBU JU UBLFT 2n MPHn TUFQT UP TIVGýF
UIF EFDL� "OE XIJMF UIJT JT OPU UIF GBTUFTU XBZ UP
TIVGýF UIF EFDL JU IBT B VOJRVF TJHOJåDBODF JO QSPC�
BCJMJUZ UIFPSZ� *U JT UIF åSTU UJNF UIBU SFQSFTFOUBUJPO
UIFPSZ PG UIF TZNNFUSJD HSPVQ XBT VTFE UP TUVEZ
DBSE TIVGýJOH� "U UIF TBNF UJNF JU JT UIF CFTU UPZ
NPEFM GPS TUVEZJOH UIFXBZ UIBU HFOFT BSF PSHBOJ[FE
JO %/" UIBU JT XFMM VOEFSTUPPE�

3 Mixing Times

5P EFåOF UIF NJYJOH UJNF PG B DBSE TIVGýF MFU�T åSTU
UBML BCPVU UIF USBOTJUJPO NBUSJY� -FU x, y ∈ Sn BOE MFU
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P (x, y) EFOPUF UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BGUFS POF TIVGýF
UIF DPOåHVSBUJPO PG UIF EFDL JT y HJWFO UIBU JOJUJBMMZ
UIF DPOåHVSBUJPO PG UIF EFDL XBT x� 'PS UIF DBTF PG
SBOEPN USBOTQPTJUJPOT XF IBWF

P (x, y) =






2
n2 , JG y = x(a, b) GPS TPNF a != b
1
n , JG y = x

0, PUIFSXJTF�

5BLJOH QPXFST PG t XF OPUJDF UIBU P t(x, y) HJWFT UIF
QSPCBCJMJUZ UIBU BGUFS t TIVGýFT UIF DPOåHVSBUJPO PG
UIF EFDL JT y HJWFO UIBU JOJUJBMMZ UIF DPOåHVSBUJPO PG
UIF EFDL XBT x� 8IFO UIF TIVGýF TBUJTåFT DFSUBJO
OBUVSBM DPOEJUJPOT UIFO

P t
x(y) := P t(x, y) → 1

n!
BT t → ∞,

GPS FWFSZ x, y ∈ Sn� 8F VTVBMMZ TUVEZ UIJT DPOWFS�
HFODF UP UIF VOJGPSN NFBTVSF U XJUI SFTQFDU UP UIF
UPUBM WBSJBUJPO EJTUBODF�

‖P t
x − U‖5�7� :=

1

2

∑

y∈Sn

∣∣∣∣P
t(x, y)− 1

n!

∣∣∣∣.

5IF NJYJOH UJNF JT UIF åSTU UJNF UIBU UIJT EJTUBODF
CFDPNFT TNBMM FOPVHI� 3JHPSPVTMZ MFU ε > 0 UIFO

tNJY(ε) = JOG{t > 0 : NBY
x∈Sn

{‖P t
x − U‖5�7�} ≤ ε}.

0OF XBZ UP TUVEZ UIF NJYJOH UJNF JT UP QBTT UP UIF
"2 EJTUBODF WJB $BVDIZ�4XBSU[� *O UIF DBTF PG SBO�
EPN USBOTQPTJUJPOT UIF USBOTJUJPO NBUSJY UVSOT PVU
UP CF TZNNFUSJD� -FU {βi}n!i=1 CF UIF SFBM FJHFOWBMVFT
PG P � *U UVSOT PVU UIBU GPS SBOEPN USBOTQPTJUJPOT 	BOE
PUIFS OJDF TIVGýFT


−1 < βn! ≤ . . . < β1 = 1,

BOE

	�
 4‖P t
x − U‖25�7� ≤

n!∑

i=2

β2t
i ,

GPS FWFSZ x ∈ Sn� "OE JO UIF DBTF PG SBOEPN�
USBOTQPTJUJPOT %JBDPOJT BOE 4IBITIBIBOJ <%4��> EF�
UFSNJOFE UIF βi VTJOH UIF DIBSBDUFS WBMVFT PG UIF JS�
SFEVDJCMF SFQSFTFOUBUJPOT PG UIF TZNNFUSJD HSPVQ 
FWBMVBUFE BU USBOTQPTJUJPOT� "OPUIFS NPEFM XIFSF
SFQSFTFOUBUJPO UIFPSZ XBT LFZ UP EJBHPOBMJ[JOH UIF
USBOTJUJPONBUSJY JT UIF SBOEPN�UP�SBOEPN DBSE TIVG�
ýF�

� The 5andom�to�random Card Shuffle

8IFO * XBT B HSBEVBUF TUVEFOU * XBT EFTQFSBUFMZ
USZJOH UP DPNF VQ XJUI B RVFTUJPO PG JOUFSFTU� "OE
UIJT RVFTUJPO UVSOFE PVU UP CF B DBSE TIVGýJOH QSPC�
MFN� $POTJEFS B EFDL PG n DBSET� 1JDL B DBSE
VOJGPSNMZ BU SBOEPN BOE SFNPWF JU GSPN UIF EFDL�
$IPPTF B QPTJUJPO PG UIF EFDL VOJGPSNMZ BU SBOEPN
BOE QMBDF UIF DBSE UIFSF� 5IBU�T UIF SBOEPN�UP�
SBOEPN DBSE TIVGýF� "OE POF PG UIF NPTU DPNNPO
BOE OBUVSBM RVFTUJPO UP BTL JT IPX NBOZ JUFSBUJPOT
BSF TVGåDJFOU UP TIVGýF UIF EFDL XFMM FOPVHI�

* DPVME IBWF GFMU EJTBQQPJOUFE XIFO NZ 1I% BE�
WJTFS UPME NF UIBU UIJT XBT B GBNPVT QSPCMFN BOE
UIBU IF DPOKFDUVSFE UIBU 3

4n MPHn TUFQT XFSF TVGå�
DJFOU BOE OFDFTTBSZ GPS UIF EFDL UP NJY� 0O UIF
DPOUSBSZ * GFMU JOUSJHVFE� * SFBE JUT SJDI IJTUPSZ
BOE USJFE UP VOEFSTUBOE XIBU BSF UIF NBJO EJGåDVM�
UJFT� *U XBT JOUSPEVDFE CZ %JBDPOJT BOE 4BMPGG�$PTUF
<%4$��> XIP QSPWFE B åSTU VQQFS CPVOE GPS UIF
NJYJOH UJNF PG PSEFS n MPHn� 6ZFNVSB�3FZFT <63>
QSPWFE UIF NJYJOH UJNF JT BU NPTU 4n MPHn BOE BU
MFBTU 1

2n MPHn� "NPOH IJT åOEJOHT 6ZFNVSB�3FZFT
GPVOE UIBU UIFSF XFSF BU MFBTU

√
n FJHFOWBMVFT PG UIF

USBOTJUJPO NBUSJY UIBU BSF CBTJDBMMZ FRVBM UP 1− 1
n � *O

DPNCJOBUJPO XJUI 	�
 UIJT åOEJOH KVTUJåFT UIF DPO�
KFDUVSF PG %JBDPOJT <%JB��> UIBU UIF SBOEPN UP SBO�
EPN FYIJCJUT DVUPGG BU 3

4n MPHn� 4BMPGG�$PTUF BOE
;Þ×JHB <4$;��> GVSUIFS QSPWFE UIBU 2n MPHn TUFQT BSF
FOPVHI UP NJY� .PSSJT BOE 2JO <2.��> JNQSPWFE
UIJT CPVOE UP 1.5324n MPHn� 4VCBH <4VC��> QSPWFE
UIF TIBSQ CPVOE GPS UIF NJYJOH UJNF PG UIF GPSN
3
4n MPHn− 1

4n MPHn−O(n) CZ MPPLJOH BU UIF DBSET UIBU
IBWFO�U CFFO TFMFDUFE ZFU�

* TQFOU IPVST TUBSJOH BU NZ DFJMJOH VOUJM * DBNF VQ
XJUI UIF GPMMPXJOH QSPCBCJMJTUJD BSHVNFOU XIJDI
DBO BMTP CF GPVOE JO NZ UIFTJT�

.BSL UIF åSTU DBSE UIBU XBT TFMFDUFE� 'SPN OPX PO
ZPV NBSL BO VNBSLFE DBSE XIFOFWFS ZPV TFMFDU JU
BOE QMBDF JU EJSFDUMZ BCPWF UIF UPQ NBSLFE DBSE PS
EJSFDUMZ CFMPX BOZNBSLFE DBSE� 5IFNBJO UPPM HJWFT
UIBU HJWFO UIBU BMM DBSET IBWF CFFO NBSLFE UIFO UIF
EFDL JT TIVGýFE J�F BOZ DPOåHVSBUJPO PG UIF DBSET JT
FRVBMMZ MJLFMZ�

6OGPSUVOBUFMZ UIJT XBT OPU HPPE FOPVHI� *U UBLFT
2n MPHn TUFQT UPNBSL BMM UIF DBSET� "SPVOE UIF TBNF
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UJNF %JFLFS BOE 4BMJPMB NBEF BO JNQPSUBOU EJTDPW�
FSZ OBNFMZ UIFZ GPVOE UIF FJHFOWBMVFT PG UIF USBOTJ�
UJPO NBUSJY� *O KPJOU XPSL XJUI .FHBO #FSOTUFJO XF
BOBMZ[FE UIF CFIBWJPS PG FJHFOWBMVFT BOE 	�
 CPVOE
UP HJWF UIF TIBSQ VQQFS CPVOE 3

4n MPHn− 1
4n MPHn GPS

UIF NJYJOH UJNF�

0O POF IBOE UIJT XBT JOEFFE HSFBU QSPHSFTT� PO UIF
PUIFS IBOE XF TUJMM MBDL UIF GVMM QSPCBCJMJTUJD NPUJWB�
UJPO� 4VCBH�T XPSL TVHHFTUT UIBU LFFQJOH USBDL PG

UIF DBSET ZFU UP CF SFNPWFE JT FOPVHI UP TFF UIBU
XF OFFE BU MFBTU 3

4n MPHn TUFQT UP TIVGýF UIF EFDL�
#VU XF EPO�U IBWF B TJNJMBS TUBUJTUJD UIBU HVBSBOUFFT
UIBU 3

4n MPHn TUFQT PG UIF TIVGýF BSF BMTP FOPVHI�
5IJT NFBOT UIBU UIFSF JT NPSF XPSL UP EP JO PSEFS
UP BDUVBMMZ VOEFSTUBOE UIF TIVGýJOH CFIBWJPS PG SBO�
EPN UP SBOEPN� "OE PG DPVSTF UIFSF BSF NBOZ PUIFS
RVFTUJPOT POF DPVME TUVEZ TVDI BT UIF MJNJU QSPåMF
PS UIF TFQBSBUJPO EJTUBODF DVUPGG�
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