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5IJT CSJFG IJTUPSZ PGNZ DBSFFS JO QIZTJDTXBTXSJUUFO
JO SFTQPOTF UP BO JOWJUBUJPO GSPN UIF 4$(1� * XPVME
MJLF UP UIBOL UIF 4$(1 GPS UIJT JOWJUBUJPO� 5IF SF�
TFBSDI SFTVMUT BSF B TFMFDUJPO
 BOE * BQPMPHJ[F JO BE�
WBODF UP DPBVUIPST PO PVS QBQFST UIBU BSF OPU NFO�
UJPOFE IFSF GPS MBDL PG TQBDF�

* XBT CPSO JO ���� JO #PTUPO BOE HSFX VQ JO -FY�
JOHUPO
 ."� .Z GBUIFS XBT B QSPGFTTPS PG HFPMPHZ
BU .*5� 8IFO * XBT ZPVOH
 IF XPVME PGUFO UBLF
NF JO UP .*5 PO XFFLFOET BOE TIPX NF MBCT JO
UIF HFPMPHZ BOE NFUFPSPMPHZ EFQBSUNFOUT
 SBOHJOH
GSPN QBMFPOUPMPHZ UP HFPQIZTJDT
 HFPDIFNJTUSZ
 BOE
XFBUIFS SBEBS� )F XBT BMTP BO BMM�SPVOE OBUVSBMJTU
BOE UBVHIU NF NVDI BCPVU UIF OBUVSBM TDJFODFT� )F
JNQBSUFE JO NF B TUSPOH TFOTF PG UIF BUUSBDUJPO PG SF�
TFBSDI BOE EJTDPWFSJFT JO TDJFODF� * TUJMM SFNFNCFS
IJT FYDJUFNFOU XIFO DPNQFMMJOH FWJEFODF XBT PC�
UBJOFE JO UIF NJE ����T GPS QMBUF UFDUPOJDT BOE
 TFQ�
BSBUFMZ
 GPS NJDSPGPTTJMT EBUFE UP UJNFT MPOH CFGPSF
UIF $BNCSJBO FSB�

* HSBEVBUFE GSPN -FYJOHUPO )JHI 4DIPPM JO ����
BOE UIFO BUUFOEFE )BSWBSE $PMMFHF
 FBSOJOH BO "�#�
TVNNB DVN MBVEF JO ����
 NBKPSJOH JO QIZTJDT� * SF�
DBMM NBOZ JOUFSFTUJOH DPVSTFT BOE QSPGFTTPST JO WBSJ�
PVT TVCKFDUT GSPN UIPTF ZFBST� -BC QSPKFDUT JODMVEFE
POF JO PDFBOPHSBQIZ UP NPEFM XJOE�ESJWFO PDFBO
DVSSFOUT BOE XPSL PO NJDSPXBWFT BOE B -BNC TIJGU
FYQFSJNFOU� "XBSET GSPN UIJT UJNF JODMVEFE %FUVS
BOE )FSTDIFM 1SJ[FT
 1IJ #FUB ,BQQB
 8PPESPX 8JM�
TPO 'FMMPXTIJQ
 /BUJPOBM .FSJU 4DIPMBSTIJQ
 BOE B
/4' 1SFEPDUPSBM 'FMMPXTIJQ�

* BUUFOEFE 1SJODFUPO 6OJWFSTJUZ GPS HSBEVBUF TDIPPM

FBSOJOH B 1I�%� JO QIZTJDT JO ����� .Z UIFTJT XPSL
XBT JO UIFPSFUJDBM QBSUJDMF QIZTJDT� "O PVUTUBOEJOH
HPBM GPS NBOZ ZFBST IBE CFFO UIF VOJåDBUJPO PG FMFD�
USPNBHOFUJD BOE XFBL JOUFSBDUJPOT� 5IFTF CPUI JO�
WPMWFE QFSUVSCBUJWF JOUFSBDUJPOT BOE DVSSFOUT
 CVU
EJGGFSFE JO TFWFSBM XBZT
 JODMVEJOH UIF GBDU UIBU FMFD�
USPNBHOFUJD JOUFSBDUJPOT JOWPMWFE B NBTTMFTT QIP�
UPO BOE DPOTFSWFE QBSJUZ
 XIJMF XFBL JOUFSBDUJPOT
WJPMBUFE QBSJUZ BOEXFSF IZQPUIFTJ[FE UP JOWPMWF FY�
DIBOHF PG B NBTTJWF WFDUPS CPTPO� 'VSUIFSNPSF

RVBOUVN FMFDUSPEZOBNJDT IBE CFFO TIPXO UP CF
SFOPSNBMJ[BCMF
 CVU UIF FYJTUJOH XFBL JOUFSBDUJPO
UIFPSZ XJUI B 'FSNJ DVSSFOU�DVSSFOU FGGFDUJWF -B�
HSBOHJBO XBT OPU SFOPSNBMJ[BCMF
 TP POF DPVME OPU
DBMDVMBUF IJHIFS�PSEFS XFBL QSPDFTTFT� 5IFTF QSP�
DFTTFT JODMVEFE UIFXFBL DPOUSJCVUJPO UP UIF BOPNB�
MPVT NBHOFUJD NPNFOU PG B DIBSHFE MFQUPO PS OFV�
USJOP� EFDBZT UIBU PDDVS BU MPPQ MFWFM
 TVDI BT µ → eγ
BOE µ → eeē
 BOE UIF K0 − K̄0 USBOTJUJPO� "O JN�
QPSUBOU BEWBODF PDDVSSFE JO ����
 XIFO (� �U )PPGU

CVJMEJOH PO QSFWJPVT XPSL XJUI.� 7FMUNBO
 TIPXFE
JO <�> UIBU B SFOPSNBMJ[BCMF VOJåFE FMFDUSPXFBL UIF�
PSZ DBO CF DPOTUSVDUFE CZ TUBSUJOH XJUI B UIFPSZ
UIBU JT JOWBSJBOU VOEFS B HBVHF TZNNFUSZ
 VTJOH UIF
)JHHT NFDIBOJTN <�>
 JO XIJDI B TDBMBS åFME USBOT�
GPSNJOH BT B OPOTJOHMFU VOEFS UIF HBVHF TZNNFUSZ
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IBT B QPUFOUJBM UIBU JT NJOJNJ[FE BU B OPO[FSP )JHHT
WBDVVN FYQFDUBUJPO WBMVF
 UIFSFCZ TQPOUBOFPVTMZ
CSFBLJOH UIF HBVHF TZNNFUSZ� 5IJT DBO CF BSSBOHFE
TP BT UP ZJFME B NBTTMFTT QIPUPO
 XIJMF UIF W± BOE
Z WFDUPS CPTPOT QJDL VQ NBTTFT� 5IJT BEWBODF FO�
BCMFE POF UP DBMDVMBUF åOJUF SFTVMUT GPS WBSJPVT QSP�
DFTTFT UIBU PDDVS BU UIF MPPQ MFWFM� *U HBWF SJTF UP B
QFSJPE PG JOUFOTJWF SFTFBSDI PO VOJåFE FMFDUSPXFBL
HBVHF UIFPSJFT�

)BWJOH CFFO GBTDJOBUFE CZ RVBOUVN FMFDUSPEZOBN�
JDT EVSJOH NZ VOEFSHSBEVBUF ZFBST
 * XBT UIVT OBU�
VSBMMZ ESBXO UP UIJT BSFB GPS NZ 1I�%� UIFTJT SF�
TFBSDI� 8IJMF UIJT BEWBODF TVHHFTUFE UIF VTF PG B
HBVHF HSPVQ GPS UIF VOJåDBUJPO PG FMFDUSPNBHOFUJD
BOE XFBL JOUFSBDUJPOT
 JU EJE OPU EFUFSNJOF XIJDI
HBVHF HSPVQ PS XIJDI SFQSFTFOUBUJPOT GPS GFSNJPOT
PS )JHHT XPVME CF B DPSSFDU EFTDSJQUJPO PG OBUVSF�
)FODF
 B NBKPS FGGPSU EVSJOH UIF FBSMZ BOENJE ����T
XBT UP DBMDVMBUF QSFEJDUJPOT PG WBSJPVT FMFDUSPXFBL
HBVHFNPEFMT BOE DPNQBSF UIFTFXJUI FYQFSJNFOUT�
.Z 1I�%� UIFTJT XBT EFWPUFE UP UIJT FOEFBWPS BOE
JODMVEFE B POF�MPPQ DBMDVMBUJPO PG UIF SBEJBUJWF FMFD�
USPXFBL EFDBZ PG B OFVUSBM IFBWZ MFQUPO <�> BOE
QBQFST PO DBMDVMBUJPOT PG DSPTT TFDUJPOT GPS WBSJPVT
OFVUSJOP SFBDUJPOT�

"GUFS DPNQMFUJOHNZ 1I�%� BU 1SJODFUPO
 * XBT B QPTU�
EPDUPSBM SFTFBSDI BTTPDJBUF BU UIF 'FSNJ /BUJPOBM
"DDFMFSBUPS -BCPSBUPSZ
 'FSNJMBC� 'SPN NZ PGåDF
XJOEPX
 * DPVME MPPL PVU PO UIF SJOH PG UIF ��� (F7
QSPUPO BDDFMFSBUPS
 BOE * PGUFO CJDZDMFE BSPVOE UIF
TJUF
 QBTU WBSJPVT FYQFSJNFOUT� *U XBT JOTQJSJOH UP
CF QBSU PG BO BDUJWF IJHI�FOFSHZ QIZTJDT MBCPSBUPSZ
BOE IFBS PG OFX SFTVMUT PCUBJOFE CZ UIF WBSJPVT FY�
QFSJNFOUT� .Z åSTU QBQFS BT B QPTUEPD JOWPMWFE B
DMBSJåDBUJPO PG B TVCUMF QPJOU JO B POF�MPPQ DBMDVMB�
UJPO PG UIF BNQMJUVEF GPS K0

L → µ+µ− <�>� *O <�>

XSJUUFO XJUI $� "MCSJHIU
 $� 2VJHH
 BOE +� 4NJUI
 XF
UFTUFE UIF QSFEJDUJPOT PG WBSJPVT NPEFMT GPS VOJåFE
FMFDUSPXFBL JOUFSBDUJPOT XJUI JODMVTJWF BOE FMBTUJD
EBUB PO OFVUSBM�DVSSFOU OFVUSJOP SFBDUJPOT� * DPBV�
UIPSFE QBQFST <�
 �>
 DBMDVMBUJOH SBUFT GPS B OVN�
CFS PG QSPDFTTFT UIBU PDDVS BT B DPOTFRVFODF PG
OPO[FSP OFVUSJOP NBTTFT BOE MFQUPO NJYJOH
 JODMVE�
JOH µ → eγ µ → eeē
 K0

L → µ±e∓
 K+ → π+µ±e∓
 BOE
(µē) ↔ (eµ̄)� *O <�> XJUI #�8� -FF
 XF EFUFSNJOFE UIF
DPOEJUJPOT GPS UIF OBUVSBM TVQQSFTTJPO PG UIFTF QSP�
DFTTFT BOE TIPXFE UIBU UIJT TVQQSFTTJPO BQQMJFT JO
XIBU JT OPX DBMMFE UIF 4UBOEBSE .PEFM PG QBSUJDMF

QIZTJDT FYUFOEFE UP JODMVEF OFVUSJOP NBTTFT� "O�
PUIFS XPSL
 XJUI 8� #BSEFFO BOE #� 8� -FF
 EVSJOH
UIJT QFSJPE XBT BO FYBDU OPOQFSUVSCBUJWF TPMVUJPO
PG B DFSUBJO RVBOUVN åFME UIFPSZ
 OBNFMZ UIF 0	N 

OPOMJOFBS TJHNB NPEFM JO d = 2+ ε EJNFOTJPOT JO UIF
MBSHF�N MJNJU <�>� 5IJT JOWPMWFE B TVNNBUJPO PG BO
JOåOJUF OVNCFS PG 'FZONBO EJBHSBNT UIBU BSF EPN�
JOBOU JO UIJT MJNJU�

* OFYU UPPL PO B GBDVMUZ QPTJUJPO BU 1SJODFUPO� #Z
UIJT UJNF
 UIFSF XBT DPNQFMMJOH FWJEFODF GSPN EBUB
JO GBWPS PG 46(2) ⊗ 6(1)Y BT UIF DPSSFDU FMFDUSPXFBL
HBVHF HSPVQ
 <�>
 DPNQSJTJOH QBSU PG UIF 4UBOEBSE
.PEFM
 UPHFUIFS XJUI DPMPS 46	�
c� 5IF EJTDPWFSJFT
PG UIF τ MFQUPO JO ���� BOE UIF b RVBSL JO ���� TVH�
HFTUFE UIBU UIFSF BSF UISFF HFOFSBUJPOT PG RVBSLT
BOE DIBSHFE MFQUPOT� ,PCBZBTIJ BOE .BTLBXB
IBE EJTDVTTFE RVBSL NJYJOH GPS UISFF HFOFSBUJPOT
<��>
 HFOFSBMJ[JOH UIF QSFWJPVT $BCJCCP UIFPSZ <��>�
5IFSF XBT UIVT NPUJWBUJPO GPS VTJOH EBUB UP DPO�
TUSBJO UIF OFX NJYJOH BOHMFT UIBU QBSBNFUSJ[F UIF
$BCJCCP�,PCBZBTIJ�.BTLBXB 	$,.
 NBUSJY
 BOE *
DPOUSJCVUFE UP UIJT JO <��
 ��>� 	"U UIJT UJNF
 UIF QPT�
TJCJMJUZ PG NPSF UIBO UISFF HFOFSBUJPOT PG 4UBOEBSE�
.PEFM GFSNJPOT XBT TUJMM PQFO� MBUFS
 UIF NFBTVSF�
NFOU PG UIF JOWJTJCMF XJEUI PG UIF Z BU UIF $&3/ -&1
DPMMJEFS TIPXFE UIBU UIFSF XFSF UISFF TVDI HFOFSB�
UJPOT�
 * BMTP QSPQPTFE B NFUIPE UP TFBSDI GPS EF�
UFDUJPO PG B MPOH�MJWFE PS FGGFDUJWFMZ TUBCMF OFVUSBM
MFQUPO <��> UIBU XBT MBUFS QFSGPSNFE CZ B 'FSNJMBC
FYQFSJNFOU <��>�

* TUBSUFE PO UIF GBDVMUZ BU 4UPOZ #SPPL 6OJWFSTJUZ
	UIFO DBMMFE 46/: 4UPOZ #SPPL
 JO ����� %VSJOH GBMM

����
 * UBVHIU B HSBEVBUF DPVSTF PO UIFPSFUJDBM QBS�
UJDMF QIZTJDT BOE SFDBMM TFWFSBM FYDFMMFOU TUVEFOUT

JODMVEJOH -VJT "MWBSF[�(BVNÏ
 UIF DVSSFOU 4$(1 %J�
SFDUPS� 3FHBSEJOH SFTFBSDI
 * DPOUJOVFE NZ XPSL
PO FGGFDUT PG OFVUSJOP NBTTFT BOE NJYJOH� 6Q VO�
UJM UIBU UJNF
 VQQFS MJNJUT PO OFVUSJOP NBTTFT IBE
CFFO RVPUFE
 F�H�
 CZ UIF 1BSUJDMF %BUB (SPVQ 	1%(


BT BQQMZJOH UP im(νe)w
 im(νµ)w
 BOE im(ντ )w� *O
GBMM
 ����
 * TVCNJUUFE B OPUF <��> UP UIF 1%( JO
XIJDI * QPJOUFE PVU UIBU UIFTF MJNJUT XFSF OPU DPO�
TJTUFOU BT TUBUFE
 TJODF νe
 νµ
 BOE ντ BSF JOUFSBD�
UJPO FJHFOTUBUFT BOE OPU NBTT FJHFOTUBUFT� 4QFDJå�
DBMMZ
 |νe〉 =

∑3+ns

i=1 Uei|νi〉 BOE |νµ〉 =
∑3+ns

i=1 Uµi|νi〉

XIFSF |νi〉 BSF OFVUSJOP NBTT FJHFOTUBUFT
 Uei BOE
Uµi BSF MFQUPO NJYJOH NBUSJY DPFGåDJFOUT
 BOE ns EF�
OPUF QPTTJCMF BEEJUJPOBM NBTT FJHFOTUBUFT UIBU BSF
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NBJOMZ DPOUBJOFE JO FMFDUSPXFBL�TJOHMFU 	iTUFSJMFw

OFVUSJOPT� *O UIJT OPUF
 XIJDI XBT JODMVEFE JO UIF
���� 1%( 3FWJFX PG 1BSUJDMF 1SPQFSUJFT <��>
 * HBWF
B QSFDJTF EFåOJUJPO PG UIF OFVUSJOP NBTT MJNJUT GSPN
WBSJPVT FYQFSJNFOUT� * TFSWFE GPS B OVNCFS PG ZFBST
BGUFSXBSET PO UIF 1%(
 SFTQPOTJCMF GPS UIF TFDUJPO
PO OFVUSJOPT� *O ����
 XJUI ,� 'VKJLBXB
 * DBMDVMBUFE
UIF NBHOFUJD NPNFOU PG B NBTTJWF 	%JSBD
 OFVUSJOP
<��>
 XIJDI BSJTFT BU UIF POF�MPPQ MFWFM
 PCUBJOJOH
µν = 3eGFmν/(8π2

√
2)� * MBUFS HFOFSBMJ[FE UIJT XJUI

DBMDVMBUJPOT PG USBOTJUJPO NBHOFUJD BOE FMFDUSJD OFV�
USJOP EJQPMF NPNFOUT GPS CPUI %JSBD BOE .BKPSBOB
OFVUSJOPT <��>�

3FMBUFE UP <��>
 * SFBMJ[FE UIBU POF DPVME UFTU JO B
OFX XBZ GPS OFVUSJOP NBTT FGGFDUT� *O ���� * TVH�
HFTUFE B OFX DMBTT PG UFTUT GPS OFVUSJOP NBTTFT
BOE NJYJOH
 OBNFMZ UP TFBSDI GPS NBTTJWF OFVUSJOP
FNJTTJPO
 WJB MFQUPO NJYJOH
 JO UXP�CPEZ MFQUPOJD
EFDBZT PG DIBSHFE QTFVEPTDBMBS NFTPOT
 JODMVEJOH
π+ → µ+νµ
 π+ → e+νe
 K+ → µ+νµ
 K+ → e+νe

BOE DPSSFTQPOEJOH IFBWZ�RVBSL NFTPO EFDBZT
 BT
XFMM BT JO OVDMFBS CFUB EFDBZT <��>� * BQQMJFE UIFTF
SFUSPBDUJWFMZ UP FYJTUJOH EBUB UP EFSJWF UIF åSTU VQ�
QFS CPVOET PO TVDI FNJTTJPO PG IFBWZ OFVUSJOPT WJB
MFQUPO NJYJOH <��
 ��
 ��>� 5IFTF UFTUT XJUI QTFV�
EPTDBMBS NFTPO EFDBZT BSF FTQFDJBMMZ QPXFSGVM
 CF�
DBVTF UIF TJHOBM JT NPOPDISPNBUJD
 BOE JO UIF DBTF
PG EFDBZT PG UIF GPSN M+ → e+νe
 XIFSF M+ =
π+,K+, D+
 D+

s 
 BOE B+
 B EFDBZ NPEF UP B OFV�
USJOP XJUI TVCTUBOUJBM NBTT BWPJET UIF IFMJDJUZ TVQ�
QSFTTJPO PG UIF EFDBZ NPEFT UP OFVUSJOPT PG OFH�
MJHJCMZ TNBMM NBTT� 5IF UFTUT XJUI NFTPO EFDBZT
UIBU * TVHHFTUFE XFSF DBSSJFE PVU JO B TFSJFT PG FY�
QFSJNFOUT BU B OVNCFS PG MBCT BOE IBWF ZJFMEFE FY�
USFNFMZ TUSJOHFOU VQQFS MJNJUT PO |Uei|2 BOE |Uµi|2 JO�
WPMWJOH B QPTTJCMF IFBWZ OFVUSJOP
 νi� 4PNF PG UIF
FBSMZ TFBSDIFT JODMVEFE <��
 ��> BU 4*/ BOE ,&,� PUI�
FST JODMVEFE <��> BU 53*6.'
 <��> BU #/-
 BOE SF�
DFOUMZ
 SFTVMUT GSPN UIF 1*&/6 FYQFSJNFOU BU 53*�
6.' <��>
 BOE UIF /"�� FYQFSJNFOU BU $&3/ <��>�
* BMTP DBMDVMBUFE IPX UIF SBUJP PG CSBODIJOH SBUJPT
BR(π+ → e+νe)/BR(π+ → µ+νµ) XPVME DIBOHF JO
UIF QSFTFODF PG IFBWZ OFVUSJOPT <��>� * IBWF DPOUJO�
VFE UP XPSL PO UIF QIZTJDT PG OFVUSJOP NBTTFT BOE
NJYJOH
 JODMVEJOH DPOTUSBJOUT PO UPUBM MFQUPO OVN�
CFS WJPMBUJPO� 4PNF PG UIFTF TUVEJFT XFSF GSVJUGVM
DPMMBCPSBUJPOT XJUI FYQFSJNFOUBMJTUT
 TVDI BT <��>�
<��>� 'PS FYBNQMF
 JO <��> XJUI %� "ZSFT FU BM�
 XF
QFSGPSNFE BO FBSMZ TUVEZ TIPXJOH UIF TFOTJUJWJUZ PG

B EFFQ VOEFSHSPVOE FYQFSJNFOU TFBSDIJOH GPS BUNP�
TQIFSJD OFVUSJOP PTDJMMBUJPOT <��>� 5IJT UZQF PG FY�
QFSJNFOU XBT MBUFS VTFE JO UIF 4VQFS,BNJPLBOEF
FYQFSJNFOU <��> UIBU PCUBJOFE EFDJTJWF FWJEFODF GPS
OFVUSJOP PTDJMMBUJPOT BOE IFODF OFVUSJOPNBTTFT BOE
MFQUPO NJYJOH� 8JUI B 1I�%� UIFTJT TUVEFOU
 *� .P�
DJPJV 	OPX B QSPGFTTPS BU 1FOO 4UBUF 6OJWFSTJUZ

 XF
DBMDVMBUFE NBUUFS FGGFDUT JO MPOH�CBTFMJOF OFVUSJOP
PTDJMMBUJPO FYQFSJNFOUT <��>� 5IFTF BSF SFMFWBOU GPS
UIF %FFQ6OEFSHSPVOE/FVUSJOP &YQFSJNFOU
 %6/&�
0WFS UIF ZFBST
 * IBWF DPOUSJCVUFE UP B OVNCFS
PG NVMUJ�BVUIPS IJHI�FOFSHZ QIZTJDT QMBOOJOH EPD�
VNFOUT BOE XIJUF QBQFST
 TVDI BT <��>�<��>� SFGFS�
FODFT UP UIFTF DBO CF GPVOE PO UIF BS9JW� * PSHBOJ[FE
B DPOGFSFODF PO OFVUSJOP QIZTJDT BU 4UPOZ #SPPL JO
0DU�
 ����
 XIFSF POF PG UIF QJPOFFST PG UIF TVC�
KFDU
 3BZ %BWJT
 XBT QSFTFOU� #Z DPJODJEFODF
 UIF BO�
OPVODFNFOU PG UIF /PCFM 1SJ[F UP %BWJT BOE ,PTIJCB
PDDVSSFE BU UIF UJNF PG UIJT DPOGFSFODF� 3FDFOUMZ
 JO
<��> XJUI %� #SZNBO
 TQPLFTQFSTPO PG UIF 53*6.'
1*&/6 FYQFSJNFOU
 XF EFSJWFE OFX DPOTUSBJOUT PO
QPTTJCMF FMFDUSPXFBL�TJOHMFU 	TUFSJMF
 OFVUSJOPT� "U
QSFTFOU
 * BN B UIFPSJTU NFNCFS PG UIF 1*0/&&3 DPM�
MBCPSBUJPO QMBOOJOH B GVUVSF FYQFSJNFOU DBMMFE 1*0�
/&&3 BU UIF 1BVM 4DIFSSFS *OTUJUVUF UIBU JT EFTJHOFE
UP NFBTVSF BR(π+ → e+νe)/BR(π+ → µ+νµ) XJUI
B GBDUPS PG �� JNQSPWFNFOU JO QSFDJTJPO SFMBUJWF UP
UIF CFTU QSFTFOU NFBTVSFNFOU BOE IFODF DBO QSPCF
GPS QPTTJCMF IFBWZ OFVUSJOP FGGFDUT XJUI DPNNFOTV�
SBUFMZ HSFBUFS TFOTJUJWJUZ <��>�

* IBWF BMTP CFFO JOUFSFTUFE JO B OVNCFS PG PUIFS TVC�
KFDUT JO QBSUJDMF QIZTJDT� 'PS FYBNQMF
 JO ����
 XJUI
.� 4V[VLJ
 XF QPJOUFE PVU UIF QPTTJCJMJUZ PG JOWJTJ�
CMF EFDBZT PG UIF )JHHT CPTPO BOE DBMDVMBUFE SBUFT
GPS UIFTF EFDBZT <��>� 5IF "5-"4 BOE $.4 FYQFSJ�
NFOUT BU UIF -BSHF )BESPO $PMMJEFS IBWF TFBSDIFE
GPS UIJT UZQF PG )JHHT EFDBZ <��
 ��
 ��>� 8JUI B
1I�%� UIFTJT TUVEFOU
 "� ,VTFOLP 	OPX B QSPGFTTPS
BU 6$-"

 XF TUVEJFE RVBSL NJYJOH JO TVQFSTZN�
NFUSJD HSBOE VOJåFE UIFPSJFT <��>
 BOE QFSGPSNFE B
SFMBUFE TUVEZ XJUI B :*51 QPTUEPD
 7� +BJO JO <��>�
* DPBVUIPSFE QBQFST GSPN UIF FBSMZ ����T UP UIF
SFDFOU ZFBST PO QPTTJCMF OFVUSPO�BOUJOFVUSPO 	n�n̄

USBOTJUJPOT
 F�H�
 <��
 ��
 ��>� 	4� 3BP BOE 4� (JSNP�
IBOUB XFSF 1I�%� UIFTJT TUVEFOUT
 XIJMF 4� /VTTJ�
OPW JT B QSPGFTTPS BU 5FM "WJW 6OJWFSTJUZ XJUI XIPN
* IBWF BMTP XSJUUFO B OVNCFS PG PUIFS XPSLT
 F�H�

<��>�
 " OFX FYQFSJNFOU TFBSDIJOH GPS n�n̄ USBOTJ�
UJPOT JT QMBOOFE BU UIF &VSPQFBO 4QBMMBUJPO 4PVSDF
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<��>� 5IJT TFBSDI JT DPNQMFNFOUBSZ UP TFBSDIFT GPS
QSPUPO EFDBZ
 TJODF JG n�n̄ PTDJMMBUJPOT XFSF UP PDDVS

UIFZ XPVME WJPMBUF CBSZPO OVNCFS
 B CZ UXP VOJUT

JO DPOUSBTU UP QSPUPO EFDBZ
 XIJDI XPVME WJPMBUF B
CZ POF VOJU� "O JOUFSFTUJOH RVFTUJPO DPODFSOT UIF
QSPQFSUJFT UIBU B IZQPUIFUJDBM NPEFM XJUI UIF HBVHF
BOE GFSNJPO DPOUFOU PG UIF 4UBOEBSE .PEFM XPVME
IBWF JG JU EJE OPU DPOUBJO B )JHHT CPTPO� 8JUI $�
2VJHH XF EJTDVTTFE UIFTF JO <��>�

* NFU NZ XJGF
 *�)TJV -FF
 XIFO TIF XBT B HSBEV�
BUF TUVEFOU JO QIZTJDT BU #FSLFMFZ BOE * XBT B WJTJU�
JOH QSPGFTTPS UIFSF� *�)TJV�T 1I�%� UIFTJT XBT JO TV�
QFSTZNNFUSZ
 JOWPMWJOH QBQFST PO K+ → π+γ̃γ̃ <��>
BOE µ → eγ <��>
 CVU TIF MBUFS TXJUDIFE UP SFTFBSDI
JO MBUUJDF åFME UIFPSZ� "U UIJT UJNF * XBT BMTP EP�
JOH TPNF XPSL JO MBUUJDF HBVHF UIFPSZ
 F�H�
 <��
 ��>

TP JU XBT OBUVSBM UP DPMMBCPSBUF XJUI IFS
 BOE XF
XSPUF B OVNCFS PG QBQFST UPHFUIFS PO MBUUJDF åFME
UIFPSZ JO UIF ����T BOE ����T
 F�H�
 <��>� *�)TJV BOE
* BMTP XSPUF QBQFST XJUI PUIFS DPBVUIPST
 JODMVEJOH
<��> XJUI 4� "PLJ
 XIP XBT B QPTUEPD BU #/- BOE
:*51
 BOE JT OPX B QSPGFTTPS BU ,ZPUP 6OJWFSTJUZ

BOE <��
 ��> XJUI +� 4IJHFNJUTV PG 0IJP 4UBUF 6OJ�
WFSTJUZ� 3FG� <��> TIPXFE TZNNFUSJD GFSNJPO NBTT
HFOFSBUJPO
 UIF TVCKFDU PG B 4$(1 XPSLTIPQ JO .BZ

����� -BUUJDF HBVHF UIFPSZ IBT QMBZFE B DSVDJBM SPMF
JO VOEFSTUBOEJOH UIF OPOQFSUVSCBUJWF QSPQFSUJFT PG
RVBOUVN DISPNPEZOBNJDT 	2$%

 BOE FYQFSJNFOUT
XJUI UIF 3FMBUJWJTUJD )FBWZ *PO $PMMJEFS
 3)*$
 IBWF
FMVDJEBUFE UIF QSPQFSUJFT PG 2$% BU åOJUF UFNQFS�
BUVSF BOE EFOTJUZ� *O <��> XJUI +� 7FSCBBSTDIPU JO
UIF 4UPOZ #SPPL OVDMFBS HSPVQ
 B :*51 QPTUEPD
 .�
4UFQIBOPW 	OPX B QSPGFTTPS BU UIF 6OJWFSTJUZ PG *MMJ�
OPJT BU $IJDBHP

 BOE PUIFS DPBVUIPST
 XF TUVEJFE
UIF 2$% QIBTF EJBHSBN BT B GVODUJPO PG UIFTF UXP
QBSBNFUFST� -BUFS
 BGUFS IBWJOH B GBDVMUZ QPTJUJPO BU
3PDLFGFMMFS 6OJWFSTJUZ
 *�)TJV TXJUDIFE UP DPNQVUB�
UJPOBM CJPMPHZ BOE JT OPX XPSLJOH JO UIJT BSFB�

3FUVSOJOH UP NZ SFTFBSDI
 JO UIF BSFB PG RVBOUVN
åFME UIFPSZ
 BO JOUFSFTUJOH TVCKFDU UP DPOTJEFS JT BO
BTZNQUPUJDBMMZ GSFF WFDUPSJBM OPO�"CFMJBO HBVHF UIF�
PSZXJUI B HJWFO HBVHF HSPVQG BOE B TFU PGNf NBTT�
MFTT GFSNJPOT USBOTGPSNJOH BDDPSEJOH UP B SFQSFTFO�
UBUJPO R PG G� 5IF BTZNQUPUJD GSFFEPN DPOEJUJPO JN�
QPTFT BO VQQFS CPVOE PO Nf 
 EFOPUFE Nu
 EFQFOE�
JOH POG BOER� -FU VT EFOPUF UIF WBMVF PG UIF HBVHF
DPVQMJOH NFBTVSFE BU B SFGFSFODF NPNFOUVN µ BT
g = g(µ)
 BOE BMTP EFOPUF α = g2/(4π)� 'PS B SBOHF

PG Nf < Nu
 UIJT UIFPSZ FWPMWFT GSPN XFBL DPVQMJOH
JO UIF VMUSBWJPMFU UP BO JOGSBSFE 	*3
 åYFE QPJOU PG UIF
SFOPSNBMJ[BUJPO HSPVQ 	*3'1
 <��>� "U UIJT *3'1
 UIF
CFUB GVODUJPO β = dα/d MOµ WBOJTIFT
 TP UIF UIFPSZ JT
TDBMF�JOWBSJBOU BOE JT JOGFSSFE UP CF DPOGPSNBMMZ JO�
WBSJBOU
 IFODF UIF UFSN iDPOGPSNBM XJOEPXw 	$8

GPS UIJT SFHJNF� 5IF QSPQFSUJFT PG UIF UIFPSZ BU UIJT
*3'1 BSF PG GVOEBNFOUBM JOUFSFTU� *O B TFSJFT PG QB�
QFST
 NBOZ XJUI B :*51 QPTUEPD
 5� 3ZUUPW 	OPX
B QSPGFTTPS BU UIF 4PVUIFSO %FONBSL 6OJWFSTJUZ


XF IBWF DBMDVMBUFE BOPNBMPVT EJNFOTJPOT PG WBSJ�
PVT PQFSBUPST BU UIJT *3'1 GPS WBSJPVT G
 R
 BOE Nf 

F�H�
 <��
 ��
 ��>� "T Nf EFDSFBTFT UPXBSE UIF MPXFS
FOE PG UIF DPOGPSNBM XJOEPX
 UIF WBMVF PG UIF DPV�
QMJOH BU UIF *3'1 JODSFBTFT� )FODF
 UP NBJOUBJO BD�
DVSBDZ
 POF OFFET UP DBMDVMBUF UP IJHIFS�MPPQ PSEFS

BOE XF IBWF EPOF UIJT
 VTJOH JOQVUT VQ UP åWF�MPPQ
PSEFS� 8F IBWF DPNQBSFE PVS QFSUVSCBUJWF DBMDVMB�
UJPOT XJUI NFBTVSFNFOUT GSPN MBUUJDF HBVHF TJNV�
MBUJPOT
 F�H�
 <��>
 åOEJOH HPPE BHSFFNFOU� 0OF PVU�
QVU PG UIFTF SFTVMUT JT BO FTUJNBUF PG UIF MPXFS FOE
PG UIF DPOGPSNBM XJOEPX
 BU Ncr� *G Nf < Ncr
 UIFO
BT UIF UIFPSZ FWPMWFT UP UIF *3
 UIF DPVQMJOH FWFOUV�
BMMZ HFUT MBSHF FOPVHI UP CSFBL UIF DIJSBM TZNNFUSZ
BOE IFODF BMTP UIF DPOGPSNBM TZNNFUSZ
 HFOFSBUJOH
B EZOBNJDBM NBTT GPS UIF GFSNJPOT� " UIFPSZ XJUI
Nf TMJHIUMZ CFMPX Ncr CFIBWFT JO B RVBTJ�DPOGPSNBM
NBOOFS
 BOE UIF EZOBNJDBM CSFBLJOH PG UIF BQQSPYJ�
NBUF DPOGPSNBM TZNNFUSZ HFOFSBUFT B MJHIU QTFVEP�
/BNCV�(PMETUPOF CPTPO
 UIF EJMBUPO� 4VDI UIFP�
SJFT NBZ CF SFMFWBOU UP NPEFMT PG EZOBNJDBM FMFD�
USPXFBL TZNNFUSZ CSFBLJOH BOE UIF TPMVUJPO PG UIF
)JHHT NBTT IJFSBSDIZ QSPCMFN <��>� * FYQMPSFE SF�
MBUFE NPEFMT JO B TFSJFT PG QBQFST
 F�H
 <��
 ��> XJUI
5� "QQFMRVJTU
 <��> XJUI B 1I�%� UIFTJT TUVEFOU
 /�
$ISJTUFOTFO
 BOE <��> XJUI B :*51 QPTUEPD
 .� ,V�
SBDIJ� 8JUI 5� 3ZUUPW
 * DP�PSHBOJ[FE B 4$(1 DPOGFS�
FODF PO UIJT TVCKFDU JO +BO� ���� <��>� *O B EJGGFSFOU

CVU SFMBUFE EJSFDUJPO
 * TUVEJFE CFUB GVODUJPOT PG *3�
GSFF UIFPSJFT
 JODMVEJOH �% 6	�
 BOE λφ4 BU IJHIFS�
MPPQ PSEFS UP TFBSDI GPS QPTTJCMF 67 [FSPT
 åOEJOH
FWJEFODF BHBJOTU TVDI [FSPT 	F�H�
 <��
 ��
 ��>
�

'JOBMMZ
 * IBWF BMTP EPOF SFTFBSDI JO TUBUJTUJDBM BOE
NBUIFNBUJDBM QIZTJDT� 5IJT XPSL JODMVEFT QBQFST
XJUI B :*51 DPMMFBHVF
 #� .D$PZ
 BOE UXP :*51 QPTU�
EPDT
 +� 1FSL BOE (� .àMMFS 	OPX GBDVMUZ BU UIF 6OJ�
WFSTJUZ PG 0LMBIPNB BOE UIF 6OJWFSTJUZ PG 3IPEF *T�
MBOE
 SFTQFDUJWFMZ

 PO RVBOUVN TQJO NPEFMT 	F�H�

<��
 ��>
� 4FWFSBM TUVEJFT XFSF DPMMBCPSBUJPOT XJUI
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NBUIFNBUJDJBOT� "NPOH UIFTF
 UXP XFSF XJUI GPS�
NFS DPMMFBHVFT JO UIF 4UPOZ #SPPLNBUI EFQBSUNFOU

$��)� 4BI <��> BOE 3� 3PFEFS <��>� 0OF JOUFSFTUJOH
BSFB UIBU JOWPMWFT B DPOýVFODF PG TUBUJTUJDBM QIZTJDT
BOE NBUIFNBUJDBM HSBQI UIFPSZ JT UIF TUVEZ PG UIF
5VUUF QPMZOPNJBM
 XIJDI FODPEFT JNQPSUBOU JOGPS�
NBUJPO BCPVU B HSBQI <��>
 BOE JT FRVJWBMFOU UP UIF
QBSUJUJPO GVODUJPO PG B DFSUBJO TQJO NPEFM DBMMFE UIF
1PUUT NPEFM� 'PS B HSBQI G
 UIF 5VUUF QPMZOPNJBM JT
EFåOFE BT T (G, x, y) =

∑
G′(x−1)k(G

′)−k(G)(y−1)c(G
′)


XIFSF G′ JT B TQBOOJOH TVCHSBQI PG G
 k(G′) EF�
OPUFT UIF OVNCFS PG DPOOFDUFE DPNQPOFOUT JO G′

BOE c(G′) EFOPUFT UIF OVNCFS PG JOEFQFOEFOU DJS�
DVJUT JO G′� 5IJT JT SFMBUFE UP
 BOE HFOFSBMJ[FT
 UIF q�
TUBUF 1PUUTNPEFM QBSUJUJPO GVODUJPOZ(G, q, v)
 XIFSF
v JT B UFNQFSBUVSF�EFQFOEFOU WBSJBCMF� Z(G, q, v) =
(q/v)k(G)vnT (G, x, y)
 XIFSF x = 1 + (q/v)
 y = v + 1

BOE n JT UIF OVNCFS PG WFSUJDFT PGG� 4QFDJBM DBTFT PG
5VUUF�1PUUT QPMZOPNJBMT JODMVEF DISPNBUJD QPMZOP�
NJBMT EFTDSJCJOH HSBQI DPMPSJOH BOE SFMJBCJMJUZ QPMZ�
OPNJBMT EFTDSJCJOH DPOOFDUJWJUZ PG OFUXPSLT� 4JODF
UIFTF BSF QPMZOPNJBMT
 JU JT PG JOUFSFTU UP DBMDVMBUF
UIF [FSPT JO UIF DPNQMFY q QMBOF GPS åYFE v BOE UIF
[FSPT JO UIF DPNQMFY v QMBOF GPS åYFE q
 BOE XF
IBWF EPOF UIJT JO B TFSJFT PG QBQFST� 5IF q�TUBUF
1PUUT BOUJGFSSPNBHOFU IBT UIF JOUFSFTUJOH QSPQFSUZ
UIBU GPS TVGåDJFOUMZ MBSHF q PO B HJWFO MBUUJDF
 JU FY�
IJCJUT OPO[FSP HSPVOE�TUBUF FOUSPQZ QFS WFSUFY
 S0 =
kB MOW 
 XIFSF W = MJNn→∞[P (G, q)]1/n
 BO FYDFQ�
UJPO UP UIF UIJSE MBX PG UIFSNPEZOBNJDT� " TBN�
QMJOH PG TPNF PG PVS QBQFST JODMVEFT <��>�<��>� 3FG�
<��> XBT JO DPMMBCPSBUJPO XJUI B :*51 DPMMFBHVF
 .�
3PD�FL
 BOE NVDI PG UIJT XPSL JOWPMWFE DPMMBCPSB�
UJPOT XJUI TFWFSBM 1I�%� UIFTJT TUVEFOUT
 JODMVEJOH
7� .BUWFFW
 4��)� 5TBJ
 BOE 4��$� $IBOH
 BMM PG XIPN
BSF OPX GBDVMUZ BU UIFJS SFTQFDUJWF VOJWFSTJUJFT� "T
n → ∞
 [FSPT NFSHF UP GPSN DVSWFT XIJDI DBO TFQ�
BSBUF SFHJPOT PG UIFTF SFTQFDUJWF DPNQMFY QMBOFT�
-JNJUJOH GVODUJPOT TVDI BT UIF SFEVDFE GSFF FOFSHZ
f = MJNn→∞ n−1 MO[Z(G, q, v)] IBWF EJGGFSFOU BOBMZUJD
GPSNT JO UIFTF EJGGFSFOU SFHJPOT� 5IF TUVEZ PG UIFTF
TFUT PG [FSPT BOE UIFJS BDDVNVMBUJPO TFUT GPS WBSJPVT
GBNJMJFT PG HSBQIT
 JODMVEJOH MBUUJDF HSBQIT
 JOWPMWFT
B WFSZ JOUFSFTUJOH DPOýVFODF PG TUBUJTUJDBM QIZTJDT

HSBQI UIFPSZ
 DPNQMFY WBSJBCMFT
 BOE BMHFCSBJD HF�
PNFUSZ� *OEFFE
 JO POF PG UIFJS DMBTTJD XPSLT <��>
 $�
/� :BOH BOE 5� %� -FF QJPOFFSFE UIF TUVEZ PG TUB�
UJTUJDBM NFDIBOJDBM NPEFMT XJUI QIZTJDBM WBSJBCMFT
	UIF NBHOFUJD åFME JO UIFJS DBTF
 HFOFSBMJ[FE GSPN
SFBM UP DPNQMFY WBMVFT� .� &� 'JTIFS EJTDVTTFE UIF

BOBMPHPVT HFOFSBMJ[BUJPO PG UFNQFSBUVSF�EFQFOEFOU
WBSJBCMFT GSPN QIZTJDBM UP DPNQMFY WBMVFT <��>� 5IF
1PUUT NPEFM BMTP IBT DPOOFDUJPOT XJUI QFSDPMBUJPO

BOE XF IBWF XPSLFE PO UIJT TVCKFDU
 PCUBJOJOH OFX
FYBDU BOBMZUJD SFTVMUT GPS BWFSBHF DMVTUFS OVNCFST JO
CPOE QFSDPMBUJPO <��>�

*O NZ UJNF BU 4UPOZ #SPPL
 * IBWF CFFO RVJUF GPSUV�
OBUF UP DPMMBCPSBUF XJUI NBOZ WFSZ TNBSU BOE IBSE�
XPSLJOH UIFTJT TUVEFOUT BOE QPTUEPDT
 BT XFMM BT
QSPGFTTPST� * PXF B HSFBU EFBM UP UIF DPMMBCPSBUJPOT
XJUI UIFTF QIZTJDJTUT� *U IBT CFFO BO FOKPZBCMF
BOE QSPEVDUJWF UJNF� %VSJOH UIJT UJNF
 UIFPSFUJDBM
QIZTJDT IBT VOEFSHPOF NBOZ BEWBODFT
 BOE JU IBT
CFFO JOTQJSJOH UP CF B QBSU PG UIJT TDJFOUJåD FOEFBWPS�
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